Prova e Gabarito — PUC 2023

1. Bz é uma bola esférica de volume V1. B2 € uma bola esférica de volume V2, cujo raio € o
triplo do raio de Ba.

Escolha a alternativa correta.

a)V2=3V1

b)V2=9 V1

V=12V

d) V2=27 V1

e)V2=81V1

2. Os pontos A =(2,9), B =(2,3) e C =(c,0) sdo colineares.
Escolha a alternativa correta.

ayc=0
byc=1
c)c=2
dc=3
e)c=4

3. Considere os nimeros a = cos( —w/5), b =sen(w/5) e ¢ = tan(— n/5) (0s &ngulos sdo
dados em radianos).

Escolha a alternativa correta.

a)a<b<c

bya<c<b

Cc)b<ax<c

dc<a<hb

e)c<b<a

4. Alberto olha o reldgio e vé que ele marca 14h 15min. Exatamente 1000 minutos mais tarde,
Alberto volta a olhar o reldgio.

Sabendo-se que o relégio é preciso, que horas ele marca nesse momento?

a) 4h 15min

b) 4h 45min

¢) 5h 55min

d) 6h 55min

e) 7h 3bmin

5. Um eletrodoméstico, custando inicialmente R$ 850,00, foi comprado com 10% de desconto
e foi pago em 6 prestacdes iguais.

Qual foi o valor de cada prestacdo?

a) R$ 121,50

b) R$ 123,40

c) R$ 125,00

d) R$ 126,50

e) R$ 127,50

6. Uma moldura é formada pela justaposi¢do de um semicirculo e um quadrado, como na
figura abaixo.

N

SuperProfessor®

Sabe-se que a area do semicirculo é 5mcm?.
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Qual é a area do quadrado?
a) 10 cm?
b) 20 cm?
¢) 30 cm?
d) 40 cm?
e) 50 cm?

7. Emum concurso que oferecia 50 vagas de trabalho, 1700 pessoas se inscreveram.
Qual é a relagcédo candidato por vaga nesse concurso?

a) 17 candidatos por vaga

b) 34 candidatos por vaga

¢) 50 candidatos por vaga

d) 85 candidatos por vaga

e) 170 candidatos por vaga

(-4

()

8. Considere o nimero N = e escolha a alternativa correta.

a) N =22/21
b) N = 11/42
c) N =8/21
d) N = 4/21
e) N = 34/21

9. Considere a progressao aritmética (P.A.) (a,,) de razdo 2 e termo inicial a1 = 2. Assim, por

exemplo, a2 =4 e a3 = 6. Seja f: R— R a funcéo dada por f(x) = 3x + 7. Defina bn = f(an):
assim, por exemplo, bz = 25. Sabe-se que (bn) também é uma progresséo aritmética.

Qual é a razao da progressao aritmética (bn)?
a)3

b) 5

c) 6

d)7

e) 13

10. Qual é o volume do sélido fechado formado com a dobra nas linhas pontilhadas da figura
abaixo?

«— 10—

—_
=N

a) 480
b) 528
c) 880
d) 1760
e) 3520
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11. Pi1 é um paralelepipedo de base quadrada e volume V1. P2 € um paralelepipedo de base
guadrada e volume V2, tal que o lado da base € o dobro do lado da base de P1 e a altura é o
triplo da altura de Pa.

Escolha a alternativa correta.

a)V2=5V1
b) V2=12 V1
c)V2=6V1
d) V=18 V1
e)V2=36V1

12. Os pontos A =(0,7), B =(5,0) e C =(c,3) sdo colineares.
Escolha a alternativa correta.

a)c=7/5

b) ¢ = 20/5
c)c=21/4
d) c =20/7
e) c = 56/5

13. Um aparelho eletrdnico foi comprado com 10% de desconto e foi pago em 8 prestacdes
iguais de R$ 135,00.

Qual era o valor do aparelho eletrbnico antes do desconto?

a) R$ 1200,00

b) R$ 1210,00

c) R$ 1220,00

d) R$ 1230,00

e) R$ 1240,00

14. Um bolso tem R$ 4,75 em moedas de R$ 0,50 e de R$ 0,25. Sabe-se que uma moeda de
R$ 0,50 pesa 7,81 g, e uma moeda de R$ 0,25 pesa 7,55 g. As moedas no bolso pesam 107 g
no total.

Quantas moedas de R$ 0,25 ha no bolso?
a7

b) 8

c)9

d) 10

e) 11

15. Preciso ler um livro de muitas paginas. Meu planejamento de leitura é comecar lendo 10
paginas no primeiro dia e a cada dia ler duas paginas a mais que no dia anterior. No terceiro
dia, por exemplo, vou ler 14 paginas.

Assim, quantas paginas no total vou ter lido nos primeiros 20 dias?
a) 168
b) 200
c) 384
d) 460
e) 580

16. Seja a > 0. Considere um cubo com aresta medindo a e um prisma reto com altura a cuja
base é um triangulo equilatero com lado medindo 2.
Se o volume do cubo é igual ao volume do prisma, qual € o valor de a?

4

3

a) 7‘/—
b) 233

V3
C) >

d) V3
e) V3
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17. Seja x a solugéo da equacao
X

M -1 =iz

(¢
(s

en (%

O angulo que aparece na equacéo esta dado em radianos.

Escolha a alternativa correta.
a)x=+v3+1

b) x =3+ (1/2)
c)x=(3/2)+3
dx=vV3+6
e)x=(\3+1)/2

18. Em uma turma de 10 alunos, qual é a probabilidade de que, pelo menos, dois tenham
nascido no mesmo dia da semana?

a) 100%

b) 70%

c) 50%

d) 10%

e) 0%

19. Seja f:R—R, f(x) = ax? + bx + ¢, uma fungdo quadréatica. Sabe-se que f (0) = 5, f(1)
=10 e f(5) = 10.

Quanto vale f (3)?

a) -28

b) -22

c)4

d) 14

e) 12

20. O triangulo ABC tem vértices A = (a, 0), B=(2, 2) e C = (0, 4). Sabe-se que a area do
triangulo ABC é igual a 3.
Sabendo-se que a # 1, o que se pode deduzir sobre o valor de a?

aa=7
b)a=8
c)a=9
dya=10
e)a=11

21. Em cada item abaixo, determine o conjunto solu¢do da equacéo ou inequacao, ou seja, 0
conjunto dos x € R que satisfazem cada equacéo ou inequacao.

1 x+3
3% =

5

b) |5x — 2| > 1
1
o) [llx—6]—4] - 3| <1

Joo 1

22. Seja ABC um tringulo retdngulo em C. Sabe-se que o cateto BC mede 1 e que a
hipotenusa AB mede 2.

a) Quanto mede o cateto AC?

b) Tragam-se circulos de centros A, B, C e raios ra, Is, rc que se tangenciam exteriormente,
dois a dois, como mostrado na figura.
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Calcule os raios ra, s € rc.

¢) Considere a regido R interior ao triangulo ABC e exterior aos trés circulos descritos no item
anterior, como indica a figura. Calcule a area da regiédo R.

23. Sejal € R? acurvade equagdo y = 4x3 - 3x.

a) Qual é a intersecdo de I com a reta vertical de equagéo x = 1?

b) Considere a reta r_;, que passa pelo ponto (1, 1), tem coeficiente angular —1 e, portanto,
equacdo (y —1) = (—1)(x — 1). Qual é aintersecdo de I' com areta r_,?

c) Considere a reta rm, que passa pelo ponto (1, 1) e tem coeficiente angular m. Quantos
pontos de interse¢do distintos existem entre a curva I e a reta rm?
Sua resposta deve ser dada em func¢éo de m e, se necessario, dividida em casos.

24. Em uma urna, ha 6 bolas vermelhas, 6 bolas amarelas, 6 bolas verdes e 6 bolas azuis.

a) Jorge tira uma bola ao acaso. Qual é a probabilidade de que ela seja azul?

b) Depois de repor a bola e sacudir a urna, Jorge tira duas bolas ao acaso. Qual é a
probabilidade de que elas sejam da mesma cor?

c) Depois de repor as bolas e sacudir a urna, Jorge vai tirar uma bola de cada vez até ter tirado
pelo menos uma de cada cor e, entdo, ele vai parar e contar as bolas que tirou. Assim, qual
€ a probabilidade de que ele tire exatamente 5 bolas?

25. Em cada item abaixo, determine o conjunto solu¢do da equacdo ou inequacao, ou seja, 0
conjunto dos x € R que satisfazem cada equacédo ou inequacao.

a) > =2
b) - <2

c) (5x —2)(x +V3)(x —7)(x?>+3) =0
26. Sejamr e s retas, p uma pardbola e A, B, C pontos distintos, satisfazendo:

I. As retas r e s sdo perpendiculares;

Il. O vértice da parabola p é o ponto (2,4);

Ill. A= (-1, 1) é o ponto de intersecéo entre a retar e a parabola p que esta a esquerda do
vértice da parabola p;

IV. B = (2, —2) é o ponto de interse¢do entre as retasr e s;

V. C é o ponto de intersecao entre a reta s e a parabola p que esta a direita do vértice da
parabola p.
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a) uma equacao para aretar;
b) uma equacao para a parabola p;
€) uma equagédo para a reta s e as coordenadas do ponto C.

27. Fabio sai de casa com R$ 200,00.

a) No supermercado, ele gasta 25% do que tem no bolso ao entrar. Com quanto dinheiro ele
sai do supermercado?

b) Depois do supermercado, Fabio gasta na farmacia metade do que foi gasto no
supermercado. Que porcentagem do que ele tinha no bolso, ao entrar na farmacia, foi gasto
nela?

¢) Depois disso, Fabio passou pela padaria, comprou pao e voltou para casa. Ao chegar
em casa verificou que tinha R$ 110,00 no bolso. Quanto Fabio gastou na padaria?

28. Sejam Ci e Cz duas circunferéncias, r uma reta e P, Q, R trés pontos distintos,
satisfazendo:

I.C;nr ={P};
I.¢neC, ={Q};
. C, N7 = {R};

IV. O raio de C1 é 4;
V. Adistancia entre P e R é 10.

C,

SuperProfessor®

P R
Determine as distancias abaixo:
a) entre Q e o centro da circunferéncia Cu;

b) entre R e o centro da circunferéncia Cu;
c) entre Q e o centro da circunferéncia Co.
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Gabarito:

Resposta da questédo 1:

[D]
Sejam r; e r,, respectivamente, os raios de B, e B,. Logo, ser, = 3 - 1y, entdo
4t 3
Vo =—-T.
2= 302
4 3
=—-(3r
3 (311)
=27- 4_1-[ . rf’
3

Resposta da questéao 2:
[C]

Se A, B e C estao alinhados, entao
2.2 ¢ 2 _h0649c-18-3c=0

9 3 0 9
& 6c=12
S c=2.

Resposta da questéao 3:
[E]

Desde que 0 <§< %, temos cos (—g) = cos% > cos% >0,0< sen% < sen% = cos%e

tg(—Z) = —tg= < 0. Em consequéncia, vem ¢ < b < a.
5 5

Resposta da questéao 4.
(D]

Como 1000 min =16 h 40min, segue que a resposta é 6 h 55min.

Resposta da questéao 5:
[E]

0,9-850
6

A resposta é = R$ 127,50.

Resposta da questédo 6:
(D]

Se r € a medida do raio do semicirculo, em cm, entdo o lado do quadrado mede 2rcm.
Queremos calcular o valor de (2r)? = 4r2.

Sabendo que a area do semicirculo mede 5m cm?, temos

1
E-T[-r2=5n=)r2=10

© 4r? = 40 cm?.

Resposta da questéo 7:

[B]

A resposta é % = 34 candidatos por vaga.

Resposta da questéo 8:
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[A]
Tem-se que
1.2
7 3
R
2
:—3+14_2
21
_22
21

Resposta da questdo 9:
[C]

Tem-se que
a,=2+(n-1-2
=2n.

Se r é arazdo da progressao aritmética (b,,), com n € N*, entdo
r= bn+1 - bn

=f(a 1) —f(an)

=3-(2n+2)+7-(3-2n+7)

=6.

Resposta da questéao 10:

[B]

O sélido é um prisma triangular reto de altura 11, e cuja base é um tridngulo isésceles de lados
10, 10 e 16. Desse modo, a resposta é % 16-6-11 =528.

Resposta da questao 11:
[B]
Sejam ¢ e h, respectivamente, a aresta da base e a altura de P,. Logo, temos
V, =(20)%-3h
=120 .h
=12-Vj.

Resposta da questdo 12:

(D]

Se A, B e C sao colineares, entao
0 5 ¢ 0f_ o _
70 3 7—0@15+7c 35=0

20
S CC=—
7

Resposta da questdo 13:
(Al

O valor total pago foi 135 - 8 = R$ 1.080,00. Logo, se v era o valor do aparelho eletrénico antes
do desconto, entdo
0,9-v=1080 & v =R$ 1.200,00.
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Resposta da questéo 14:
[C]

Sejam x e y, respectivamente, o numero de moedas de R$ 0,50 e o nimero de moedas de
R$ 0,25. Logo, tem-se que 0,5x + 0,25y = 4,75 e 7,81x + 7,55y = 107. Pondo x em fungao de y
na primeira equagéo, encontramos x = 9,5 — 0,5y. Desse modo, vem
7,81 (9,5 — 0,5y) + 7,55y = 107 < 3,645y = 32,805
©y=09,

Resposta da questédo 15:
[E]

O nUmero de paginas lidas por dia cresce segundo uma progressao aritmética de primeiro
termo 10 e razdo igual a 2. Logo, segue que a resposta é dada por

(W).zo = (10+19)-20

=580.

Resposta da questéao 16:

[E]
Se a > 0 e os volumes dos sélidos sao iguais, entao
2243
a’ = ;/_ a=a*=+3
=a = 33.
Resposta da questdo 17:
[C]
Tem-se que
x X
—1=v12e—=v12+1
z V3
senz Vo
2

b

Sx=3+

Resposta da questéao 18:
[A]

Considerando os dias de aniversario na semana de 10 alunos, podemos afirmar, pelo Principio
.. ;. . . [10-1
das Gavetas de Dirichlet, que em no minimo um dia da semana havera [—] +1=2

7
aniversariantes.
Desse modo, trata-se de um evento certo e, portanto, a resposta é 100%.

Resposta da questao 19:
(D]

Se f(1) = f(5) = 10, entdo x = 1T+5 = 3 é a abscissa do vértice da parabola. Logo, a forma

candnicadaleide f é
f)=a-(x=3)*+k,

com k sendo f(3).
Portanto, se f(0) =5e f(1) = 10, entdo
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5=a-(0-3)° +k ‘5=9a+k

10=a-(1-3%2+k H0=4a+k
a=-1
= .
k=14

Resposta da questdo 20:
[A]

Se (ABC) =3 ea # 1, entdo

2 0 a 2”:3@ 18+ 2a—4a| =6

1

E'“z 4 0 2
=8—2a=—6

7

S a=

Resposta da questdo 21:
a) Tem-se que

11

Arespostaé S = {— ?}.
b) Tem-se que
[5x —2] 21| ou
5x—2<-1
1 3

Sx<-oux=-.
5 5

Arespostaé S = {x € R|x < é oux = z}

¢) Tem-se que

1
Il -6 -4/ -3 <
5< 6l — 4 <7
S< llx—6l -4l <3
7
llx—6]-4] <
PN 2
6| —4 >5.
llx—6=4] =2

Dai, vem
7< 6 4-<7 < 6 <15
_—— —_— — _@_ — —_—
2_|x | <3 2_|x |_2

—_

1 1
©—-+3< —6|—4] <-+3
S+3< |lx—6/-4 <5+
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3< <27
ol 23732
<11 >13
x_7oux_37
@SI_{XERl—ESXS
e
|x—6|—4£—E |x—6|s§
2 2
ou = ou
|x—6|—42§ |x—6|>E
—§sx—6s§
2 2
= ou
x—6§—E ou x—62E
2
9 15
—<X<—
2 2
= ou
1 25
X<—=ou xz?

2

1 9 15 25
< §)=yxell |xs-§ ou —st? ou X=—¢.

Em consequéncia, temos
S = S| M S”

I{XEE |—§£xs—l ou g3x£1—1
2 2 2 2

Resposta da questdo 22:

a) Pelo Teorema de Pitagoras, tem-se que

2

ou ESX£E ou §SX£
2 2 2

—2 —2 —2 —2
AB =AC +BC =>22=A4C +1?

= AC = /3.

7

b) Desde que 1, + 13 = 2 erg + 1. = 1, temos r, — . = 1. Ademais, como r, + 1. = AC e AC =

. V3+1
/3, encontramos facilmente r, =

3-V3
2 B

V3-1
=TeTC=_.

2
¢) Desde que
. AC .
senABC =— & senABC =
AB
= ABC = 60°,
temos BAC = 90 — ABC = 30°.

A resposta é

~| G

1 60° 3-v3\" 90° V3-1\"  30°
_.\/3_’.1_ O.T[. — O.T[.
2 360 2 360 2
V3 ®w 6-3V3 mw2-V3 =« 2+\/§_
2 J_6 2 4 2 12 2
3 5-2+/3 T
2_( 3 )'E'

V3+1 2_
360° 2 =
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Resposta da questédo 23:
a) Pondo x = 1 na equacéo de I, vem
y=4.1-3.1
=1.

Assim, a intersegdo de I' com areta x = 1 é o ponto (1, 1).

b) A equacéo explicita dareta r_; € y = —x + 2. Logo, temos
4x3 —3x = —x+2 o 4x3-2x-2=0.

Como (1, 1) pertence a ' e ar_;, segue que
4x3 —2x—2=(x—1) - (4x*+4x+2)=0.

Desse modo, como o discriminante do trindmio 4x? + 4x + 2 é negativo, podemos afirmar
gue o Unico ponto de interse¢cdo de T' e r_; é 0 ponto (1, 1).

¢) A equacao explicita da reta r,,, € y = mx — m + 1. Assim, vem
4x3 -3x=mx-m+1eo4x>—(mM+3)x+m—-1=0.

Como (1, 1) pertence aT e ar,, temos
4x3 —(m+3)x+m—-1=(x—-1)-(4x*+4x—-m+1)=0.

Em consequéncia, sendo o discriminante do trindémio 4x% + 4x —m + 1 igual a 16m, temos
guatro casos a considerar:
i) Sem > 0ex=1também é raiz de 4x2 + 4x — m + 1 = 0. Nesse caso, vem

Lo T4 4vm

>m=09.
8 m

Portanto, os pontos de intersecdo sdo (1, 1) e (-2, —26).

i) Sem > 0ex=1n&o é raiz de 4x® + 4x — m + 1 = 0. Nesse caso, temos m # 9 e, assim,

os pontos de intersec&o sdo (1, 1), (_P;M, _3m+72"‘%+2) e (_1_2‘% _3"1_’2"‘/%'2).

iii) Se m = 0, entdo os pontos de intersecdo sao (1, 1) e (—% 1).
iv) Se m < 0, entdo o Unico ponto de intersecao é (1, 1).

Resposta da questéao 24:
a) A urna possui 6 - 4 = 24 bolas, inclusive 6 azuis. Logo, a probabilidade pedida é % = i

b) A probabilidade de retirar duas bolas de uma determinada cor é % . % = i : % Portanto,
como hé& 4 cores disponiveis, segue que a probabilidade pedida é 4 - i . % = %

¢) Para que sejam retiradas exatamente cinco bolas, € necessério que, das quatro primeiras
bolas extraidas, duas sejam da mesma cor e as outras duas sejam de cores distintas. Por
exemplo, se 4, B, C e D s&o as cores, entdo ABBD seria um caso favoravel. Nesse caso, a
quinta bola extraida deveria ser, necessariamente, da cor C.
Desse modo, considerando as quatro primeiras bolas extraidas, existem 4 maneiras de

escolher a cor repetida e G

Ademais, existem (S) = 2,6—'4, = 15 modos de escolher as duas bolas de mesma cor e (i) =6
maneiras de escolher cada uma das outras duas bolas. Assim, pelo Principio Multiplicativo,
hd 4-3-15-6-6 maneiras de escolher as quatro primeiras bolas, conforme o desejado.

24) _ e

4 4! -20!

) = 3 maneiras de escolher a cor das outras duas bolas.

Por outro lado, existem ( =3-23-22 -7 modos de escolher 4 bolas quaisquer.
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Em consequéncia, a probabilidade de retirar as quatro primeiras bolas de acordo com o
exposto é
4-3-15-6-6_1080

3.23.22.-7 1771

A quinta bola devera ser da cor que falta. A probabilidade disso ocorrer é % =2

10
A resposta, portanto, é
1080 3 324

1771 10 1771

Resposta da questédo 25:
a) Tem-se que

=2&&x=

Rlr
N| =

Aresposta é S = {%}

b) Se x > 0, entdo

1 1
- <2 x>-

2
Sex<0,entéo§<0<2.

Arespostaé S = {x ER|x <Ooux > %}

c)Se (5x —2)(x +V3)(x = 7)(x*+3) =0,entdio 5x —2=00oux++V3=00ux—7=00u
x2+3=0.Logo,tem-sex=§oux=—\/§oux=7.Notequex2+3>0paratod0xe]R.

Arespostaé S = {—\/5, g 7}.

Resposta da questéo 26:
a) Como r passa pela origem e pelo ponto (-1, 1), segue que
-1=m,-1m,=-1.

Logo, uma equacdode r é y = —x.

b) A equag&o candnica da parabola é y = a - (x — @)% + 8, em que a e 8 sdo as coordenadas
do vértice da parabola. Assim, como a parabola também passa pelo ponto (-1, 1), temos

1
1=a-(—1—2)2+4<:)a=—§.

Arespostaé y = —%(x -2)2 +4.

¢) Como r e s sdo perpendiculares, temos m, - m,, = —1. Dai, temos m,; = 1. Ademais, como B
pertence a s, vem
y—(-2)=1-x—-2)eoy=x—4

Portanto, segue que
(x—2)2=3-4-y)ox>—4x+4=3-(8—x)
©x>—x—-20=0
& x=—4oux =5.

Sabendo que € é um ponto do primeiro quadrante, vem x. = 5 e, assim, y. =5—-4=1.

Resposta da questéo 27:
a) A resposta é (1 — 0,25) - 200 = R$ 150,00.
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b) Ele gastou 0'252'200 = R$ 25,00 na farméacia, o que corresponde a 12?50 100% = 16,7% do que

ele tinha no bolso ao entrar na farmacia.

¢) Ele saiu da padaria com 150 — 25 = R$ 125,00. Logo, ele gastou 125 — 110 = R$ 15,00 na
padaria.

Resposta da questdo 28:
a) A distancia entre Q e o centro de C; corresponde a medida do raio de C;, ou seja, 4.

b) Seja 0, o centro de C,. Logo, como C, tangencia r em P, segue que 0, PR é reto. Dai, pelo
Teorema de Pitagoras, vem
_—2  —2 —2 —2
O,R =0,P +PR = O0,R =4%+10?
= 0,R = 2/29.

c) Sejam 0, e S, respectivamente, o centro de C, e o pé da perpendicular conduzida por 0,
sobre 0,R. Assim, temos 0,0, =1, + 4, 0,S = PR = 10 e 0,5 = r, — 4. Donde, pelo Teorema
de Pitagoras, encontramos

0,0, = 0,5 + 0.5 = (r, + 4)? = (r, — 4)% + 102
S
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